Logaritmo

Funcao logaritmica

Veremos aplicagao e funcionalidade do logaritmo no dia-a-dia, através de
algumas situagoes problema, propostas nas atividades. O material abaixo
consta de parte tedrica, exercicios resolvidos e questdes propostas.
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Logaritmos

Logaritmos

Definimos aqui o logaritmo como o inverso da exponen-
cial, no seguinte sentido:

a*=b < log,(b) = x

Na equagdo log, (b) = x, temos a seguinte nomenclatura:
® aé abase do logaritmo;

® b é o logaritmando;

® xé ologaritmo.

Exemplos:
® log,8=3pois2®=8

° logsé = -2, pois 32 = %

® log5=1,pois5' =5
® log,1=0,pois7°=1

Exercicio Resolvido

1. Verifique se existe solugdo para as equagdes a seguir:

a) 8=2= Sim, pois 2% =2= x=%

N =

b) 625* = 25 = Sim, pois 25% =25 = x =

¢) 0x=5= Nio, portanto S =@
d) 1* =8 = Nao, portanto S= @
e) (-3 =x= N&o, portanto S =@
f) 2*=5=Sim, log,5, pois 2x =5

Condicao de existéncia

b>0

log,b <
1T#a>0

Consequéncias da definicao

log,1=0

log,a=1

m_m
Ioga,,a -

aloga b= b

b=celog,b=log, c

Hudso,
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——e Tome Nota e

» Antilog, a=x<log, x=a=x=b"
que: e = 2,718 (constante de Euler).

seja, log a = log,, a.

» Logaritmo neperiano (ou natural): fn x = fx = log, x, em

» Logaritmo decimal é aquele cuja base é igual a 10, ou

Propriedades operatérias
» log,(b-c)=log, b +log, c

» log, (g)=logab—logac

» log,b"=n"log,b

» log, b=% - log,b

Mudanca de base

g, b= M (mudando para base ¢)
log, a

<

Tome Nota e

1

(inverséo)
log,a

log,b=

Equacdes logaritmicas

Situacio-problema

Um estudante quer resolver a equacdo 2% = 5, utilizan-
do uma calculadora que possui a tecla log x. Para obter
um valor aproximado de x, o estudante deverd usar a cal-
culadora para obter os seguintes nimeros:

a) log2, log5 e log5 - log2.

b) log2, log5 e logs : log2.

c) log2, log5 e log25.

5 5

d) 3 e iogE.

e) v/5 e logy/5.

Tipos de equacgdes logaritmicas
1° caso

0
s, =k =t ce {220

Exemplo 1:
Resolver a equagéo: log,(x? - 2x — 16) = 3

uedes
TE
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Solucéo:

Condic¢édo de existéncia (C.E.): x2-2x-16>0 (C.E)

Temos: x2-2x-16)=23
Sx2=2x-16=8
X, =-4
LxX2=2x-24=0 <
x,=6
Verificacdo:

a) x=—4 = (-4)%-2-(-4)-16>0 (verdadeiro) =

-4 é uma raiz
b) x=6 = 6 -2-6-16>0 (verdadeiro) =

6 é outra raiz

O conjunto-solugdo é S = {- 4, 6}.

Exemplo 2:

Resolver a equagéo log,,_,(x-1)=2
Solugéo:

CE:x-1>0; x-3>0 e x-3=1

Temos: Iog[K_Eu(x -N=2

S x=3P=Hx=-1)
LXK+ P =x-1

=7
.‘.x2—7><+'|0=0<
W=

2

Verificacdo:

a) x=2 = 2~ 1> {verdadeiro) = 2nioéraiz
2 -3 > (falso)
5-1 > 0 {verdadeiro)

b) x=5= 15=3>0(verdadeiro) = 5 éraiz

5-3#1 (verdadeiro)

O conjunto-sclugdo e S = {5}.

@

2° caso

fx)>0

logb fx) = IOgb 9k & =gk CE { gix)>0

Exemplo:

Resolver a equagdo log,(3x + 2) = log,(2x + 5)
Solugdo:
CE:3x+2>0e2x+5>0

Temos: log,(3x + 2) = log7(2x + 5)

L3X+2=2x+5

S3x—-2x=5-2

sox=3
Verificagdo:

o i 3(3) + 2 > 0 (verdadeiro)
T~ 2(3)+550(

= 3 éraiz
verdadeiro)

O conjunto-solugéo é S = {3}.

32 caso

Exemplo:
Resolver a equagdo: log z{log,llog;(log, )]}

Solucio:

CE:x>0

Temos: log rlog,llog,(log, x)]=0

~. log,[log,(log, x)] = G{—\ (ﬁ)o
- log,(log, x) = @{\21
s log, x = (@/—\3?

Lox=262.144

42 caso

Exemplo:

- 100
Resolver a equagio x°9% = =

Solugio:

C.E:x>=0

100

xlngx — it
X

Hudso: Guedes
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Vamos tomar os logaritmos do 12 membro e do 22 membro
na base 10, isto é:

] sy
. log [x°9%] = log =
= logx-logx=log 100 - log x
- [log x]2 =2 -log x

Fazendo log x =y, obtemos:

Ly =2-y

Yzl
Ly +y-2=0 <

y'=-2
Portanto:
logx=1=> x=10

1
S={10,——}
100 100

Iog X=—2=>X= -x—
52 caso
Exemplo: Resolver a equagdo: 3 - log? x + 3 = log x™

Solucéo:

—e Tome Nota e- —
C.Ex>0 [

log?x=(logx)? |
5 3 log?x + 3 =log x™° l log? x # log x2 E

= 3(log x)2+3=10"log x - sl

Substituicdo: log x =y, entdo 3y? + 3 = 10y
y, =3
3y2—10y+3=o< 1
Y2='3'

Voltando a substitui¢do, temos:

log x=3=x=1.000
logx=%=x=3/ﬁ

Ambas as solugdes satisfazem a condicdo de existéncia
para o logaritmando.

Portanto, S = {1.000, 310 }.
62 caso

Acompanhe os préximos exemplos:
Exemplo:
Resolver a equagdo logaritmica log, x + log, x =9

Solugéo:

CE:x>0

Como as bases s3o diferentes, faremos a mudanca de base.
A nova base da equagdo deve ser2 ou 4.

Passando para base 2, temos:

log,x _log, x

log, x =
e log, 4 2

@

log, x
2

A equagio proposta fica: +log,x=9

Fazendo log, x = y, temos:

% +ty=9=>y=2y=18=>y=46

Substituindo y = 6 em log, x = y, temos:
log,x=6 = x=26=x=64
Como x = 64 satisfaz a C.E., entdo S = {64}.

UESTOES PROPOSTAS

1. Para realizar a viagem dos sonhos, uma pessoa
precisava fazer um empréstimo no valor de
R$ 5.000,00. Para pagar as prestacoes, dispde de,

no maximo, R$ 400,00 mensais. Para esse valor de
empréstimo, o valor da prestagdo (P) é calculado
em fungdo do numero de prestagbes (n) segundo a
férmula

B 5.000x1,013" x0,013

(1,013" -1

Se necessario, utilize 0,005 como aproximacdo para
log1,013; 2,602 como aproximagdao para log 400;

P

2,525 como aproximagao para log 335.

De acordo com a formula dada, o menor nimero de
parcelas cujos valores ndao comprometem o limite
definido pela pessoa é

a) 12.

b) 14.

c) 15.

d) 16.

e) 17.

2. Em 2011, a costa nordeste do Japdo foi sacudida
por um terremoto com magnitude de 8,9 graus na

escala Richter. A energia liberada E por esse
terremoto, em kWh, pode ser -calculada por

R=2log| £ | sendo Eo=7-103kWh e R a
3 Eog

magnitude desse terremoto na escala Richter.
Considere 0,84 como aproximagao para log7.

Disponivel em: http://oglobo.globo.com. Acesso em:
2 ago. 2012.

A energia liberada pelo terremoto que atingiu a
costa nordeste do Japdo em 2011, em kWh, foi de

a) 1010,83
b) 109
) 1014,19
d) 101551
e) 1017,19

Hudso vGuades
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3. Em 2011, um terremoto de magnitude 9,0 na

escala Richter causou um devastador tsunami no
Japao, provocando um alerta na usina nuclear
de Fukushima. Em 2013, outro terremoto, de
magnitude 7,0 na mesma escala, sacudiu
Sichuan (sudoeste da China), deixando centenas
de mortos e milhares de feridos. A magnitude de
um terremoto na escala Richter pode ser
calculada por

2 E
M=—log| — |,
3 QEEOJ

sendo E a energia, em kWh, liberada pelo
terremoto e Ey uma constante real positiva.
Considere que E; e E, representam as energias

liberadas nos terremotos ocorridos no Japao e

na China, respectivamente.
Disponivel em: www.terra.com.br. Acesso em: 15 ago. 2013
(adaptado).

Qual a relagdo entre E; e E;?

a) E; =E,+2
b) E; =10° -E,
) E;=10%-E,

9
d) El :107 'E2

4. A Escala de Magnitude de Momento
(abreviada como MMS e denotada como My, ),

introduzida em 1979 por Thomas Haks e Hiroo
Kanamori, substituiu a Escala de Richter para
medir a magnitude dos terremotos em termos
de energia liberada. Menos conhecida pelo
publico, a MMS é, no entanto, a escala usada
para estimar as magnitudes de todos os grandes
terremotos da atualidade. Assim como a escala
Richter, a MMS é uma escala logaritmica. My, e

Mg se relacionam pela féormula:
MW = —10,74‘%'0910 (Mo)

Onde My é o momento sismico (usualmente

estimado a partir dos registros de movimento da
superficie, através dos sismogramas), cuja
unidade é 0 dina.cm.
O terremoto de Kobe, acontecido no dia 17 de
janeiro de 1995, foi um dos terremotos que

causaram maior impacto no Japdo e na
comunidade cientifica internacional. Teve
magnitude My =7.3.

U.S. GEOLOGICAL SURVEY, Historic Earthquakes. Disponivel em:
http://earthquake.usgs.gov. Acesso em: 1 maio 2010
(adaptado).

U.S. GEOLOGICAL SURVEY. USGS Earthquake Magnitude Policy.
Disponivel em: http://earthquake.usgs.gov. Acesso em: 1 maio
2010 (adaptado).

@

Mostrando que é possivel determinar a medida por
meio de conhecimentos matematicos, qual foi o
momento sismico Mgydo terremoto de Kobe (em
dina.cm)?
a) 107510
b) 107073
0 101200
d) 10?165
e) 102700

5. Em um experimento no laboratério de pesquisa,
observou-se que o numero de bactérias de uma
determinada cultura, sob certas condigbes, evolui

conforme a funcdo B(t):10-3t_1, em que B(t)
expressa a quantidade de bactérias e t representa o
tempo em horas. Para atingir uma cultura de 810
bactérias, ap6s o inicio do experimento, o tempo
decorrido, em horas, corresponde a:

a) 1.

b) 2.

c) 3.

d) 4.

e) 5.

6. O dominio da funcdo real de variavel real definida
por f(x)= Iog7(x2 —4x)-|og3(5x—x2) é o intervalo
aberto cujos extremos s&o 0s nimeros

a)3ed4.

b) 4 e 5.

c)5e6.
d)6e7.

7.Resolvendo a equacdo, log 2% +log (1+2*) =log 20
, encontramos o valor de X real igual a

a) 1.

b) 2.

c) 3.

d) 4.

e) 5.

8. O modelo da cobertura que esta sendo colocada
no Estadio Beira-Rio estd representado na figura
abaixo.

j—

X

Colocada devidamente em um plano cartesiano, é
possivel afirmar que, na forma em que esta, a linha
em destaque pode ser considerada uma restricdo da
representacdao da funcdo dada por

Hudso vGuades
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a) y =log(x)
b) y:x2
o) y=[x
d) y=+x
e) y=10"

9. O grafico da funcdo
representado por:

y=log(x+1) ¢é

1 2 3 4 X
1
b)
y
2
1
/ |
( 1 2 3 4
c)
y
] 2
X
1 1 2 3
E
d)

10. (G1 - ifpe 2018) Os alunos do curso de Meio
Ambiente do campus Cabo de Santo Agostinho
observaram que o numero de flores em uma
arvore X segue o0 modelo matematico
F(h)=16—-log,(3h+1), onde F(h) é a quantidade
de flores apés h horas de observacdo. Apds
quanto tempo de observacdo esta arvore estard
com apenas 10 flores?

a) 6 horas.

b) 25 horas.

c) 20 horas.

d) 21 horas.

e) 64 horas.

TEXTO PARA A PROXIMA QUESTAO:
Leia o texto para responder a(s) questdo(Ges) a
seguir.

@

Psicélogos educacionais podem utilizar modelos
matematicos para investigar questdes relacionadas a
memoéria e retencdo da informacdo. Suponha que
um individuo tenha feito um teste e que, depois de
t meses e sem rever o assunto do teste, ele tenha
feito um novo teste, equivalente ao que havia feito
anteriormente. O modelo matematico que descreve
situagcdo de normalidade na meméria do individuo é
dado por y=82-12log(t+1), sendo y a quantidade

de pontos feitos por ele no instante t.

11. (Insper 2018) Apds t meses da aplicacdo do
teste inicial, a pontuacdo de um individuo no novo
teste caiu para 70 pontos. Assim, é correto concluir
que esse novo texto ocorreu t meses apds o
primeiro teste, com t igual a

a) 11.

b) 8.

c) 15.

d) 12.

e) 9.

12. (Enem 2018) Com o avanco em ciéncia da
computagdo, estamos proximos do momento em
gue o numero de transistores no processador de um
computador pessoal serd da mesma ordem de
grandeza que o numero de neurbnios em um
cérebro humano, que é da ordem de 100 bilhdes.

Uma das grandezas determinantes para o
desempenho de um processador é a densidade de
transistores, que € o numero de transistores por
centimetro quadrado. Em 1986, uma empresa
fabricava um processador contendo 100.000

transistores distribuidos em 0,25cm2 de area.

Desde entdo, o numero de transistores por
centimetro quadrado que se pode colocar em um

processador dobra a cada dois anos (Lei de Moore).
Disponivel em: www.pocket-lint.com. Acesso em: 1 dez. 2017 (adaptado).

Considere 0,30 como aproximagdo para log;q 2.

Em que ano a empresa atingiu ou atingira a
densidade de 100 bilhdes de transistores?

a) 1999

b) 2002

c) 2022

d) 2026

e) 2146

Hudso vGuades



